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Résumé de Cours : Limite et continuité

PROF: ATMANI NAJIB

fonctions continues
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Continuité en un point

Soit f une fonction définie sur un intervalle | a valeurs
dans R et a un réel élément de I.

f est continue en a si et seulement si :

lim f (x) = f (a): Cest-a-dire :

X—a

(Ve>0)(Aa>0)(vxeDf)0O<s|x—a|<a=

If(x) - fa)l < e

Continuité a droite et a gauche

1) Soit f une fonction définie sur un intervalle de la
forme [a,a+r[ our>0

On dit que la fonction fest continue a droite de a si
elle admet une limite finie & droite en a

im f(x)="f(a) :

—a’

et |

X
2) Soit f une fonction définie sur un intervalle de la
forme Ja—r;aJour>0

On dit que la fonction fest continue a gauche
de a si elle admet une limite finie & gauche en a
et lim f(x)="f(a

lim f (x) = f (a)
3) Une fonction est continue en un point a si et
seulement si elle est continue a droite et a gauche de
a

Donc : f est continue en X, =0 ssi
lim f (x)=lim f (x)=f(a)

x—a~ x—a’

Continuité sur un intervalle

Soit f une fonction définie sur un intervalle | a valeurs
dans R.

f est continue sur | si et seulement si f est continue en
chaque réel a de |.

Les fonctions continues sont les fonctions dont le

graphe « se trace sans lever le crayon ».
Prolongement par continuité
Soit f une fonction dont 'ensemble de définition est

D; ;aunréeltel que ag D, et limf(x)=I (finie)
f(x)=f(x);si.x=a

f(a)=I

Est une fonction continue en a et s’appelle un
prolongement par continuité de la fonction f en a
Exemples de fonctions continues

* les fonctions polynédmes sont continues sur R ;

« les fonctions rationnelles sont continues sur tout
intervalle contenu dans leur domaine de définition ¢
les fonctions exponentielles sont continues

surR;

La fonction f définie par :
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* les fonctions logarithme népérien et logarithme
décimal sont continues sur ]0, +« [;

* les fonctions racines n-éme sont continues

sur [0, += [;

* les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R,
la fonction tangente est continue sur tout intervalle ne
contenant pas un nombre de la forme T/2+ kT, k € Z.
* la fonction valeur absolue est continue sur R ;

* toutes les fonctions obtenues par opérations
(somme, produit, quotient) ou composition a partir de
ces fonctions de référence sont aussi continues sur
leur domaine de définition.

» La fonction partie entiére est une fonction définie sur
R et discontinue en certains réels (et donc non
continue sur R).

Opérations sur les fonctions continues

1)Si f et g sont deux fonctions continues en a alors
@) ftg b fxg o)fl

Sont des fonctions continues en a

2)Si f et g sont deux fonctions continues en a

et g(a) # 0 alors :a) l b) i sont des fonctions
g

continues en a.
3) Si f une fonction continue en a et f(a) 2 0 alors :

\/?est continue en a

Image d’un intervalle.

1)L’image d’un intervalle par une fonction continue est
un intervalle.

2) si f continue et strictement croissante sur

Lintervalle I et acl etbel

f([ab])=[ f(a);f(b)] et f([a;b[)=| f (a);lim f (x)

x—b
x=<b

f(]a;b]): Iimxia(x);f(b) etf(]a;b[)z Iimxia(x);limxib(x)

3) f continue et strictement décroissante sur
Lintervalle Tet ac | et bel

f([a;b]):[f (b); f (a)] et ¢ ([asb])= |lim f (x); f (a)

x<b

X—a x—b x—a
X=a x<b X>-a

f (]a;b])zlf (b);lim f (x)[ et f (]a;b[):]Iim f(x);lim f (x)[
Théoréme des valeurs intermédiaires

1)Soit f une fonction continue sur un intervalle | et
soient a et b deux réels de I.

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b),

I~
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il existe au maoins un réel ¢ compris entre a et b

tel que f(c) = k

2)Soient a et b deux réels tels que a < b.

Soit f une fonction continue et strictement monotone
sur [a, b].

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b),

L’équation f(x) = k a une solution unique dans [a, b].
Ces résultats se généralisent a des intervalles du type
[a, b[, ]a, b], ]a, b[, [a, +=[, ] — =, b[, . . . en remplagant
f(a) ou f(b) par la limite de f en la borne manquante.
3)Soit f une fonction continue et strictement monotone
sur [a, b].Si f(a)f(b) < 0, 'équation f(x) = 0 a une
solution unique dans [a, b].

FONCTIONS RECIPROQUES.

1)Soit f une fonction définie continue et strictement

monotone sur un intervalle I, On a f admet une
fonction réciproque f " définie de

J=f{) vers I
2)Si f admet une fonction réciproque f *de J = f(I)

vers I alors f ™ &la méme monotonie sur J que celle
de f surI.

3) Si Fadmet une fonction réciproque f ‘de

/= A/ vers /alors (Cf,l)et (Cf) sont symétriques

parrapport a :(4) y=x
La fonction racine n — éme
1)Soit n un élément de N*; la fonction : f :x - x" est

une fonction continue strictement croissante sur R*
elle admet donc une fonction réciproque f ™ de

f (R*) =R*vers R"et La fonction réciproque f ™

s’appelle la fonction racine n — éme et se noteQ/_
Propriétés de laracine 7z — éme

1)La fonction Q/;est définie sur R+
2)vxeR* x>0
3)(Vx € R¥)(Vy e R)Ux =y < x=y"

4)La fonction /X est continue sur R+ strictement
croissante.

5)(Vx € R+)(Vy € R+) Q/§=Q/§<:>x=y
B)(Vx € R+) (Va € R+) Ux>a < x>a"
)(VaeR+) Yx<ae0<x<a"

8)(vx € R+)( ) \/_ X
9)(Vx € R+)(¥p € N) (&)p =x" 10) Jim ¥x =+
11)Si XIlrgl u(x)=-+o alors XIIrTX1 pu(x) =+o0

12)Si limu(x)=1 et 1>0 alors lim gfu(x) =¥

X=X%g
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1 p
- - p

13)3/_:xq et x" =x1 :(3/;) qeN etpeZ

L’expression conjuguai et ses applications

On sait que a’ b’ =(a—h)(a’ +ab+b’)

et a’+b° :(a+b)(az—ab+b2) Il en résulte :

a’—b? a’+b®
a’+ab+b? a’—ab+b’
Par suite :(Vx € R+)(Vy € Rx+)

X—-y
3 2 3 2
(@) + 95y + (&)

(Vx € R+)(Vy € Rx+)

Ix+3fy =

a-b= et a+b=

_Sy:

X+Yy
() =3y + ()

On sait que a‘-b* =(a-h)(a’+a’b+ab’ +b’)

Par suite :(Vx € R+)(Vy € Rx+)

Nl vl Xy
N

La fonction arctangente :

1)La restriction de la fonction tan sur }_Z,Z{ est une
2 2

bijection de } [ Vers R.

22

Sa bijection réciproque s’appelle la fonction
arc tangente, notée : artan elle est définie de R vers

artanx=y x=tany
RLIPLE - =
} 2’ 2{ xeR ye}_f E[
2 2
2) lim artanx:% et

. T
limartanx=——
X—>+0

X—>—00

3)(vVx € R)(tan(arctan x) = x)

et vxe }_% %[ arctan(tan x) = x

4)La fonction artan est continue et impaire
strictement croissante sur R

5) artanx=artany < x=y V(xy)eR?
artanx<artany < x<y V(xy)eR?

6) lim ar tan x

an X
7) (Vx € R+) (arctan x + arctan (1/x) =n/2)
et (Vx € R-) (arctan x + arctan (1/x) =-n/2)

=1

C’est en forgeant que I'on devient forgeron » Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices Que
l'on devient un mathématicien

k.

N






